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Traces et nombres de Catalan

On définit X ∈ Hn(C), matrice de Wigner,

X =


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
Si EXi,j = 0, E|X1,2|2 = 1, ∀k ∈N,E|Xi,j|k <+∞

,
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Cp/2 p pair,

0 p impair,

avec Cp/2 le (p/2)ième nombre de Catalan.
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Méthode des moments

Loi du semi-cercle

σsc(x2k) = Ck, σsc(x2k+1) = 0.

Mesure spectrale empirique

µX/
p
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n
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Si E|X1,2 −EX1,2|2 = 1,
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Grandes déviations du spectre

P
(
µX/

p
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)
, σsc ∉ B.

Quelle vitesse ?

• (Guionnet-Zeitouni). Xi,j bornées ou satisfaisant LSI

P
(
µX/

p
n ∈ B

)
≤ exp(−cn2).

• (Talagrand). Xi,j de loi exponentielle

P
(
µX/

p
n ∈ B

)
≤ exp(−cn3/2).
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Quelle fonction de taux ?

• (Ben-Arous - Guionnet). X du GUE (β= 2) ou GOE (β= 1)

v(n) = n2, Iβ(µ) = β

4

∫
x2dµ+ β

2

∫
log |x−y|−1dµ(x)dµ(y)− cβ.

• (Bordenave - Caputo). Xi,j "sans queue sous-gaussienne"

P
(|X1,1| > t

)∼ e−atα , P
(|X1,2| > t

)∼ e−2atα , 0 <α< 2.

v(n) = n1+α/2, Iα(µ) =
{

a
∫ |x|αdν si µ=σsc�ν,

+∞ sinon.
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Nature des déviations : cas du GOE?

X ∝ e−trH2/4dH .

• Perturbation diagonale
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Nature des déviations : entrées "sans queues gaussiennes"?

µX/
p

n 'µA+C 'σsc�µC

• A et C asymptotiquement indépendantes

• EµA 'µA

• C matrice d’adjacence d’un réseau sparse.
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Grandes déviations des traces?

Problèmes :

• µ 7→µ(xp) n’est pas continue pour la topologie faible.

• Pas de moments exponentiels.

Quelle vitesse?

• (Meckes - Szarek). Xi,j bornées ou satisfaisant LSI

P

(
| 1

n
tr

(
Xp

n

)p

−σsc(xp)| > t

)
. exp(−cn1+2/pt2/p).

p = 2 : moyenne empirique de v.a i.i.d.

p =+∞ : tr(X/
p

n)p ' nλmax
p.
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Cas Gaussien

Hypothèses Xi,i ∼N (0,σ2) et Xi,j ∼Nβ(0,1), (β= 1,2).

Théorème : 1
n tr

(
Xp

n

)p
satisfait un PGD à vitesse n1+ 2

p , de

fonction de taux Jp.

J2k(s) =
{

1
2 min

( 1
σ2 ,β

)
(s−Ck)

1
k si s ≥ Ck,

+∞ sinon,

J2k+1(s) = 1

2
min

( 1

σ2 ,β
)
|s| 2

2k+1 .
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Remarque sur la fonction de taux

• J2k(s) =+∞ sur (−∞,Ck). Si t < Ck,

P

(
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n
tr(X/

p
n)2k ≤ t

)

=P
(
µX/

p
n ∈ F

)
, σsc ∉ F

≤ exp(−cn2) (Guionnet - Zeitouni)
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Formule variationnelle pour Jp,

Jp(s) = inf
{

q(H)︸ ︷︷ ︸
coût

: s =σsc(xp)+ trHp︸ ︷︷ ︸
dévation possible

,H ∈∪n≥1H
(β)
n

}
,

X ∼ e−q(H)dH .

• Déviations dues à des translations par n1/2+1/pH où
||H||HS <+∞.

• (Borell). Grandes déviations des chaos de Weiner.
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• Pour X une matrice du GOE, la loi jointe des valeurs propres est

dPn = 1

Zn

∏
i<j

|λi −λj|e−
1
4

∑n
i=1λ

2
i

n∏
i=1

dλi.

• Si (λ1, ....,λn) ∼N (0,2In),

1

n1+p/2

n∑
i=1

λ
p
i ,

satisfait un PGD à vitesse n1+2/p et fonction de taux,

Jp(s) = 1

4
|s|2/p.
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Merci de votre attention !


