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Introduction

Le cas uniforme
Hoeffding (1963)
Serfling (1974)

Le cas général
Une comparaison entre sommes issues de tirages avec et
sans remise
Une inégalité de concentration



Tirages avec et sans remise
I Ensemble de n éléments, indexés de 1 à n.

I Chaque i ∈ {1, . . . , n} possède une valeur d’intérêt
ν(i) ∈ R et un poids ω(i) > 0, avec

n∑
i=1

ω(i) = 1 .

I Pour t ≤ n, on considère des tirages pondérés sans
remise (I1, . . . , It).

I Pour tout t-uplet (i1, . . . , it) d’indices distincts,

P ((I1, . . . , It) = (i1, . . . , it)) =
t∏

k=1

ω(ik)
1− ω(i1)− · · · − ω(ik−1) ·
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Somme de tirages sans remise

I Quantité d’intérêt

X = ν(I1) + · · ·+ ν(It) .

I Un cas particulier : les tirages biaisés par la taille, où
(ω(i))n

i=1 et (ν(i))n
i=1 sont rangés dans le même ordre.

I Un autre cas particulier : le cas uniforme, où
ω(·) ≡ 1/n.
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Motivations
I En biologie statistique, successive sampling. Estimateur

de Horvitz-Thompson pour V = ∑n
i=1 ν(i) :

V̂t =
n∑

i=1
1{i∈{I1,...,It}}

ν(i)
P (i ∈ {I1, . . . , It})

.

I Quand ν = ω, (ω(I1), . . . , ω(In)) permutation des poids
biaisée par la taille. Intervient dans plusieurs problèmes
de combinatoire, dans la théorie des structures de
partitions (Kingman 1978, Pitman 1996, Gnedin 1997),
dans des modèles de stockage de données (heaps
process ou librairie de Tsetlin, Donnelly 1991).

I Modèle de configuration pour les graphes aléatoires.
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I Hajek (1960) : dans le cas uniforme, TCL pour
X = ν(I1) + · · ·+ ν(It).

I Holst(1973) et Gordon (1983) : TCL avec poids
variables.

I Rosen (1972) : approximation pour les probabilités
d’inclusion P (i ∈ {I1, . . . , It}) et pour EX .
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Concentration de X : le cas uniforme

X = ν(I1) + · · ·+ ν(It)
Y = ν(J1) + · · ·+ ν(Jt)

où
P ((J1, . . . , Jt) = (j1, . . . , jt)) =

t∏
k=1

ω(jk) ·

Théorème (Hoeffding (1963))
Dans le cas uniforme, X est majoré par Y dans l’ordre
convexe : pour toute fonction convexe f : R→ R,

Ef (X) ≤ Ef (Y ) .
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I Jolie preuve récente de Luh et Pippenger (2011).
X ≺oc Y ssi il existe un couplage (X ?,Y ?) de X et Y

tel que E [Y ?|X ?] = X ?.

I Tirer J1,J2... Si Tk = temps d’arrivée du kème symbole
distinct, poser Ik = JTk . Alors E [Y |X ] = X .

I Conséquence : E eλX ≤ E eλY et EX = EY . Par
exemple

P (X − EX > x) ≤ exp
(
− 2x2

t∆2

)
,

où ∆ = max1≤i≤n ν(i)−min1≤i≤n ν(i).
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VarY = tσ2 VarX = n − t
n − 1 tσ2 .

I Quand t
n → 1, la variance de X est bien plus petite

que celle de Y .

I Serfling (1974), amélioré par Bardenet et Maillard
(2015)

P (X − EX > x) ≤ exp
(
− 2x2

n−t
n−1 t∆2

)
.

I Inégalité de « Bernstein-Serfling » obtenue par
Bardenet et Maillard (2015).
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Le cas des poids non-uniformes

I Le cas des tirages biaisés par la taille : pour tout
i, j ∈ {1, . . . , n},

ω(i) ≥ ω(j)⇐⇒ ν(i) ≥ ν(j) . (1)

Théorème (B., Peres, Salez, 2016)
Sous la condition (1), X est majoré par Y dans l’ordre
convexe croissant : pour toute fonction convexe croissante
f : R→ R,

E [f (X)] ≤ E [f (Y )] .
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Une inégalité de concentration
I Poids (ω(i))n

i=1 arbitraires.

I On pose α = min1≤i≤N ω(i)
max1≤i≤N ω(i) ·

Théorème (B., Peres, Salez, 2016)
Supposons α < 1. Pour tout t > 0,

P (X − EX > x) ≤ exp
(
− x2

2v

)
,

avec

v = min
(
4∆2t , 1 + 4α

α(1− α)∆2n
(n − t

n

)α)
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I Preuve fondée sur le même couplage, qui permet
d’exprimer X comme une fonction des variables i.i.d.
J1, . . . ,Jt :

X =
+∞∑
i=1

ν(Ji)1{Ji 6∈{J1,...,Ji−1}}1{Tn≥i} .

I Méthode entropique : si Ent
[
eλX

]
≤ λ2v

2 E
[
eλX

]
, alors

P (X − EX > x) ≤ exp
(
− x2

2v

)
.

I On montre

Ent
[
eλX

]
≤

+∞∑
i=1

E
[
λ2 eλX(X − X i)2

+

]
.

I Il faut établir

V := E
[+∞∑

i=1
(X − X i)2

+

∣∣∣∣I1, . . . , In

]
≤ v

2 ·
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Conclusion

I En étudiant X par l’intermédiaire de (J1, . . . ,Jt), on
paye un coût dans le facteur variance. Ex : dans le cas
des poids uniformes, on paye un facteur log t.

I Association négative de (ν(I1), . . . , ν(In)) dans le cas
biaisé par la taille ?

I Alexander (1989) : les événements {i ∈ {I1, . . . , It}} et
{j ∈ {I1, . . . , It}} peuvent être positivement corrélés.
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