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CHAINES DE MARKOV A ESPACE D’ETATS FINI



CHAINE DE MARKOV MELANGEANTE

On considére une chaine de Markov sur un espace d’états fini X

et de matrice de transition P irréductible et apériodique.

Il existe une unique mesure de probabilité telle que

T =mxP.

Pour tous z,y € X,

P'x,y) — 7(y).
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MARCHE ALEATOIRE SUR UN DIGRAPHE

nb d’arétes (x,y)

P e )

La mesure invariante 7w de P est utilisée dans des algorithmes de

classement : mesure d’importance d’un sommet dans le graphe.

Si le graphe est non-dirigé (arétes symétriques) alors la chaine

de Markov est réversible et w(z) o< deg(x).



VITESSE DE CONVERGENCE

Pour tous z,y € X,

P(z,y) — 7(y).

Distance a I’équilibre

4a(t) = P, ) = wllow = 5 3 |Paw) = ()]
yeX

d(t) = max dy(t).

Temps de mélange pour 0 < e < 1,

tmix(e) = inf{t : d(t) < €}.



MARCHE ALEATOIRE SUR LE CERCLE
X = Z/nZ.
P = marche aléatoire ralentie (proba 1/2 de rester sur place).

7T = mesure uniforme.




TROU SPECTRAL

A = max {|A| : A # 1, valeur propre de P}.

Pour une chaine de Markov irréductible apériodique,

t t

A <dit) < A

2 rev Tmin
d(t)t — A\,

On trouve

A 1 1 1
1 — | <tmix < 1 .
1-— )\* 8 (25) (€> rev 1 — )\* 8 <7Tmin€>




GRAPHE EXPANSEUR

Une suite de graphes (non-dirigés) tels que 1 — A\, > ¢ pour un

certain € > 0 s’appelle une famille d’expanseurs.

L'inégalité de Cheeger relie I'isopérimétrie du graphe avec le

trou spectral 1 — A,.

Si diam est le diamétre du graphe et 0 < e < 1/2,
diam

2

tmix (E) 2

Pour un expanseur avec degré max A = O(1),
diam > log | X|/log A et

tmix(€) < log | X|.



MELANGE D'UN JEU DE CARTES
X =25,

P = la carte du dessus est placée en position uniforme.

7T = mesure uniforme.

Theorem (Aldous-Diaconis (1986))
Pour tout 0 < € < 1,

mix

() = (1+o(1))nlogn.

C’est-a-dire : pour tout A\ > 0 fixé,

1 siA<l1
d(Anlogn) — Sl_ <
n—oo | 0 siA> 1.



MARCHE ALEATOIRE SUR L'HYPERCUBE
X = (z/22)".
P = marche aléatoire ralentie (proba 1/2 de rester sur place).

7T = mesure uniforme.

Theorem (Aldous (1983))
Pour tout 0 < e < 1,

n |
(€)= (L4 o(1)) 222,




LE PHENOMENE DE COUPURE

tmix(l - 5) tmix(e) t

Une suite de chaines de Markov P sur X(") a une coupure si
pour tout 0 < e < 1,

(1 =€)
(Aldous-Diaconis 1986)



CRITERE DE PERES

)‘*1 i<zt~()< 11 !
17>\* og % X leErEvl*)\* 0og P— .

. ) : . (n) _
Une condition nécessaire pour la coupure (si ¢,/ (€0) = 00) :

(1= Ay

mix

(c0) =2, o

Cette condition n’est pas suffisante pour | - ||y (elle 'est pour
d’autres distances, Chen - Saloff Coste (2008)).

Les graphes expanseurs sont de bon candidats pour vérifier des

phénomeénes de coupure.



EXEMPLES DE COUPURE

Marches aléatoires sur Sy, Diaconis-Shahshahani (1981), Aldous
(1983), Aldous-Diaconis (1986).

Marche aléatoire sur des groupes finis, Saloff Coste (2004).
Processus de naissance et de mort, Diaconis-Saloff Coste (2006).

Marche aléatoire sur graphe aléatoire, Lubetzky-Sly (2010),
Berestycki-Lubetzky-Peres-Sly (2015), Ben Hamou-Salez (2015).

Marche aléatoire sur graphe de Ramanujan, Lubetzky-Peres
(2015).

Particules en interaction, Lubetzky-Sly (2013-2015), Lacoin
(2014-2015).



MARCHE ALEATOIRE SUR

UN DIGRAPHE ALEATOIRE



DIGRAPHE ALEATOIRE AVEC DEGRES DONNES
On pose X ={1,...,n}.
On se donne une suite de degrés (df,d, ),z € X, telle que

m=> df=> d.
EOREE O
—@— _>.i

- el

On assemble les fléches ‘départ’ et ‘arrivée’ uniformément au
hasard (¢.-a-d. par une bijection uniforme de l'espace des fleches

‘départ’ vers l’espace des fleches ‘arrivée’).



DISTANCE A L’EQUILIBRE

n = 15000 = 3 x 5000 sommets avec degrés
(d.d7) = (3.2), (3,4) et (4,4).

P = marche aléatoire, d(t) = max, || P!(z,-) — 7||1v.
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CONVERGENCE A L’EQUILIBRE

Pour un certain A fixé, on suppose

2<df <A

Théoréme

On pose m~(x) = d /m,

W= ZTI‘ Yogdl et t,=

Pour tout 0 < € < 1, en probabilité,
tmix(g)

tn n—00



CONVERGENCE A L’EQUILIBRE

logn

W= ZW Yogdl et t,= p

Théoréme

On pose m~(x) = d; /m et
g . + 2
= —Vt, ou O'_Zﬂ' logd )
i
Si 02 > (loglogn)?/logn, pour tout réel \ fixé, en probabilité,



CONVERGENCE EXPONENTIELLE A L’EQUILIBRE

d(t) = max ||P'(z,-) — |lsv = max |[vP' — 7|z
xr v

EP(X)

Théoréme

On pose m~(x) = d /m,
1 9 _,dy A
p—Zw — etvzgwm£<?

Pour tout t fixé, lorsque n — 00, en probabilité,

l\.')\r—t

Ix= P = 7llay < (3 )" +02(1).

La mesure invariante 7(z) est déterminée par la géométrie locale

du graphe entrant en =x.



MESURE INVARIANTE : nm(-)

n = 15000 = 3 x 5000 sommets avec degrés
(dF,d7) = (3,2), (3,4) et (4,4).
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MESURE INVARIANTE : nm(-)

Soit Z > 0, EZ =1 v.a. caractérisée par I’équation récursive en
distribution

1 i

d
Z= = O

V k=1
ou P(V = z) = d} /m, indépendant de (Z) iid copies iid de Z.
Rosler (1992), Liu (1996-2001), Barral (1999- 2014).

Théoréme
Si U est uniforme sur X = {1,...,n} indépendant de (Zy,).

1 N P
T k=1
mn do
diStLévy L(nm(x))), L m ZZk njo 0



TROU SPECTRAL

p= ,ZW_(m)dlj o ﬂ'*(x):d%.

Pour tout ¢ fixé, lorsque n — 00, en probabilité,

Rappel

I7= P =7l < (3 )" +02(1).

Cela suggeére que
A = p+op(1).



TROU SPECTRAL

n = 1500 = 3 x 500 sommets avec degrés

(dt,d™) = (3,2),(3,4) et (4,4).




IDEES DE PREUVE



LA CHAINE VUE PAR LE MARCHEUR
Soit Xy la position du marcheur au temps t, Xg = .

Le poids de la marche vue par le marcheur est

Si .
Wy>— et 7() =
n

alors on est loin de I'équilibre au temps t.

Cette borne va étre atteinte dans notre cas !



BORNE INFERIEURE SUR LE TEMPS DE MELANGE

Pour n’importe quelle mesure 7 et pour tout 6 > 0,

PL(Wy > 0) < |[P'(a.) — el + [ 53 (a2

m(-) <

Si
1
n

on trouve

|P! e, ) = 7l > P, (wt 5 f;) _ 0(&)



LA CHAINE VUE PAR LE MARCHEUR

Le marcheur revient rarement sur ses pas en temps O(logn).
\:i

Approx. un sommet nouvellement visité est x avec probabilité

T (z) = dy

Si (D7

s

) iid de loi :
Di_: Zﬂ- x:k)v

on trouve

t—1 t—1
logW; = — Z log (d}s) ~— Zlog (DS
s=0 s=0



LA CHAINE VUE PAR LE MARCHEUR

Vu que

Elog (Df) =u et o= Var(log (Df)),
Wt ~ e*,utJrU\/zG‘

Les conditions

logn
t<<tn:T et t>t,

donnent respectivement

1 1
We>— et W< —.
n n



BORNE SUPERIEURE SUR LE TEMPS DE MELANGE

On cherche une mesure de probabilité 7 telle que pour tous
z,y € X et t > t,,

P'(z,y) < 7(y) + (y),

avec

e=>Y () < L.

Y

Alors

HPt(x, )= Tllev <e et [ =7y <e.



BORNE SUPERIEURE SUR LE TEMPS DE MELANGE

§:<Pfs e E:‘P (o(e) =

ec B+ feE—

f)-



BORNE SUPERIEURE SUR LE TEMPS DE MELANGE

Pl(z,y) = Z P'=5(z,e) Z P(f,y) x 1(o(e)

eebE+ fekE—

w(y) = Z P %(x,e) Z P*(f,y) x %

ecE fer

Pour t > t, et s > 1,

Pl(z,y) = 7(y) + 0(1),

n

cette concentration vient essentiellement de

P, )P (fy) <

f)



PERSPECTIVES

* Calcul du trou spectral.

* Modéles plus réalistes.

* Généralisation & d’autres chaines de Markov aléatoires
P=QxS5

@ = Markov ‘creuse’, S = matrice de permutation aléatoire.

* Condition suffisante pour le phénoméne de coupure.



MERCI DE VOTRE ATTENTION !



