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Chaînes de Markov à espace d'états fini



Chaîne de Markov mélangeante

On considère une chaîne de Markov sur un espace d'états �ni X

et de matrice de transition P irréductible et apériodique.

Il existe une unique mesure de probabilité telle que

π = πP.

Pour tous x, y ∈ X,

P t(x, y) −→
t→∞

π(y).



Marche aléatoire sur un digraphe
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6 deg−(3) = 1, deg+(3) = 3

P (x, y) =
nb d'arêtes (x, y)

deg+(x)
.

La mesure invariante π de P est utilisée dans des algorithmes de

classement : mesure d'importance d'un sommet dans le graphe.

Si le graphe est non-dirigé (arêtes symétriques) alors la chaîne

de Markov est réversible et π(x) ∝ deg(x).



Vitesse de convergence

Pour tous x, y ∈ X,

P t(x, y) −→
t→∞

π(y).

Distance à l'équilibre

dx(t) = ‖P t(x, ·)− π‖tv =
1

2

∑
y∈X

∣∣P t(x, y)− π(y)
∣∣.

d(t) = max
x∈X

dx(t).

Temps de mélange pour 0 < ε < 1,

tmix(ε) = inf{t : d(t) 6 ε}.



Marche aléatoire sur le cercle

X = Z/nZ.
P = marche aléatoire ralentie (proba 1/2 de rester sur place).

π = mesure uniforme.
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sup
t

∣∣∣∣d(t)− d?
(
t

n2

)∣∣∣∣ −→n→∞ 0 et tmix(ε) � n2 log

(
1

ε

)
.



Trou spectral

λ? = max {|λ| : λ 6= 1, valeur propre de P}.

Pour une chaîne de Markov irréductible apériodique,

λt?
2

6 d(t) 6
rev

λt?
πmin

.

d(t)
1
t −→
t→∞

λ?.

On trouve

λ?
1− λ?

log

(
1

2ε

)
6 tmix(ε) 6

rev

1

1− λ?
log

(
1

πminε

)
.



Graphe expanseur

Une suite de graphes (non-dirigés) tels que 1− λ? > ε pour un

certain ε > 0 s'appelle une famille d'expanseurs.

L'inégalité de Cheeger relie l'isopérimétrie du graphe avec le

trou spectral 1− λ?.

Si diam est le diamètre du graphe et 0 < ε < 1/2,

tmix(ε) >
diam

2
.

Pour un expanseur avec degré max ∆ = O(1),

diam > log |X|/ log ∆ et

tmix(ε) � log |X|.



Mélange d'un jeu de cartes

X = Sn.

P = la carte du dessus est placée en position uniforme.

π = mesure uniforme.

Theorem (Aldous-Diaconis (1986))

Pour tout 0 < ε < 1,

t
(n)
mix(ε) = (1 + o(1))n log n.

C'est-à-dire : pour tout λ > 0 �xé,

d(λn log n) −→
n→∞

{
1 si λ < 1

0 si λ > 1.



Marche aléatoire sur l'hypercube

X = (Z/2Z)n.

P = marche aléatoire ralentie (proba 1/2 de rester sur place).

π = mesure uniforme.
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Theorem (Aldous (1983))

Pour tout 0 < ε < 1,

t
(n)
mix(ε) = (1 + o(1))

n log n

2
.



Le phénomène de coupure
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0

d(t)

t

ε

1− ε

tmix(1− ε) tmix(ε)

w

Une suite de chaînes de Markov P (n) sur X(n) a une coupure si

pour tout 0 < ε < 1,

t
(n)
mix(ε)

t
(n)
mix(1− ε)

→ 1.

(Aldous-Diaconis 1986)



Critère de Peres

λ?
1− λ?

log

(
1

2ε

)
6 tmix(ε) 6

rev

1

1− λ?
log

(
1

πminε

)
.

Une condition nécessaire pour la coupure (si t
(n)
mix(ε0)→∞) :

(1− λ(n)? )t
(n)
mix(ε0) −→

n→∞
∞.

Cette condition n'est pas su�sante pour ‖ · ‖tv (elle l'est pour

d'autres distances, Chen - Salo� Coste (2008)).

Les graphes expanseurs sont de bon candidats pour véri�er des

phénomènes de coupure.



Exemples de coupure

? Marches aléatoires sur Sn, Diaconis-Shahshahani (1981), Aldous

(1983), Aldous-Diaconis (1986).

? Marche aléatoire sur des groupes �nis, Salo� Coste (2004).

? Processus de naissance et de mort, Diaconis-Salo� Coste (2006).

? Marche aléatoire sur graphe aléatoire, Lubetzky-Sly (2010),

Berestycki-Lubetzky-Peres-Sly (2015), Ben Hamou-Salez (2015).

? Marche aléatoire sur graphe de Ramanujan, Lubetzky-Peres

(2015).

? Particules en interaction, Lubetzky-Sly (2013-2015), Lacoin

(2014-2015).

? . . .



Marche aléatoire sur

un digraphe aléatoire



Digraphe aléatoire avec degrés donnés

On pose X = {1, . . . , n}.
On se donne une suite de degrés (d+x , d

−
x ), x ∈ X, telle que

m =
∑
x

d+x =
∑
x

d−x .
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On assemble les �èches `départ' et `arrivée' uniformément au

hasard (c.-à-d. par une bijection uniforme de l'espace des �èches

`départ' vers l'espace des �èches `arrivée').



Distance à l'équilibre

n = 15000 = 3× 5000 sommets avec degrés

(d+, d−) = (3, 2), (3, 4) et (4, 4).

P = marche aléatoire, d(t) = maxx ‖P t(x, ·)− π‖tv.



Convergence à l'équilibre

Pour un certain ∆ �xé, on suppose

2 6 d±x 6 ∆.

Théorème

On pose π−(x) = d−x /m,

µ =
∑
x

π−(x) log d+x et tn =
log n

µ
.

Pour tout 0 < ε < 1, en probabilité,

tmix(ε)

tn
−→
n→∞

1.



Convergence à l'équilibre

µ =
∑
x

π−(x) log d+x et tn =
log n

µ
.

Théorème

On pose π−(x) = d−x /m et

wn =
σ

µ

√
tn où σ2 =

∑
x

π−(x)
(
log d+x − µ

)2
.

Si σ2 � (log log n)2/ log n, pour tout réel λ �xé, en probabilité,

d(tn + λwn) −→
n→∞

1√
2π

∫ λ

−∞
e−

s2

2 ds.



Convergence exponentielle à l'équilibre

d(t) = max
x
‖P t(x, ·)− π‖tv = max

ν∈P(X )
‖νP t − π‖tv.

Théorème

On pose π−(x) = d−x /m,

ρ2 =
∑
x

π−(x)
1

d+x
6

1

2
et γ2 =

∑
x

π−(x)
d−x
d+x

6
∆

2
.

Pour tout t �xé, lorsque n→∞, en probabilité,

‖π−P t − π‖tv 6
(γ

2

)
ρt + oP(1).

La mesure invariante π(x) est déterminée par la géométrie locale

du graphe entrant en x.



Mesure invariante : nπ(·)

n = 15000 = 3× 5000 sommets avec degrés

(d+, d−) = (3, 2), (3, 4) et (4, 4).



Mesure invariante : nπ(·)

Soit Z > 0, EZ = 1 v.a. caractérisée par l'équation récursive en

distribution

Z
d
=

1

d+V

d−V∑
k=1

Zk.

où P(V = x) = d+x /m, indépendant de (Zk) iid copies iid de Z.

Rösler (1992), Liu (1996-2001), Barral (1999- 2014).

Théorème

Si U est uniforme sur X = {1, . . . , n} indépendant de (Zk).

W1

 1

n

∑
x

δnπ(x),L

 n

m

d−U∑
k=1

Zk

 P−→
n→∞

0.

distLévy

L(nπ(x))),L

 n

m

d−x∑
k=1

Zk

 −→
n→∞

0.



Trou spectral

Rappel

ρ =

√∑
x

π−(x)
1

d+x
où π−(x) =

d−x
m
.

Pour tout t �xé, lorsque n→∞, en probabilité,

‖π−P t − π‖tv 6
(γ

2

)
ρt + oP(1).

Cela suggère que

λ? = ρ+ oP(1).



Trou spectral

n = 1500 = 3× 500 sommets avec degrés

(d+, d−) = (3, 2), (3, 4) et (4, 4).



Idées de preuve



La chaîne vue par le marcheur

Soit Xt la position du marcheur au temps t, X0 = x.

Le poids de la marche vue par le marcheur est

Wt =

t−1∏
s=0

1

d+Xs

.

Si

Wt �
1

n
et π(·) � 1

n

alors on est loin de l'équilibre au temps t.

Cette borne va être atteinte dans notre cas !



Borne inférieure sur le temps de mélange

Pour n'importe quelle mesure π et pour tout θ > 0,

Px(Wt > θ) 6 ‖P t(x, ·)− π‖tv +

√
1

θ

∑
x

π(x)2.

Si

π(·) � 1

n
et θ =

L

n
,

on trouve

‖P t(x, ·)− π‖tv > Px

(
Wt >

L

n

)
−O

(
1√
L

)
.



La chaîne vue par le marcheur

Le marcheur revient rarement sur ses pas en temps O(log n).

Approx. un sommet nouvellement visité est x avec probabilité

π−(x) =
d−x
m
.

Si (D+
s ) iid de loi :

P(D+
1 = k) =

∑
x

π−(x)1(d+x = k),

on trouve

logWt = −
t−1∑
s=0

log
(
d+Xs

)
≈ −

t−1∑
s=0

log
(
D+
s

)
.



La chaîne vue par le marcheur

Vu que

E log
(
D+

1

)
= µ et σ2 = Var

(
log
(
D+

1

))
,

Wt ≈ e−µt+σ
√
tG.

Les conditions

t� tn =
log n

µ
et t� tn

donnent respectivement

Wt �
1

n
et Wt �

1

n
.



Borne supérieure sur le temps de mélange

On cherche une mesure de probabilité π̂ telle que pour tous

x, y ∈ X et t� tn,

P t(x, y) 6 π̂(y) + δ(y),

avec

ε =
∑
y

(δ(y))+ � 1.

Alors

‖P t(x, ·)− π̂‖tv 6 ε et ‖π − π̂‖tv 6 ε.



Borne supérieure sur le temps de mélange

x y

t− s s

e

f

P t(x, y) =
∑
e∈E+

P t−s(x, e)
∑
f∈E−

P s(f, y)× 1(σ(e) = f).



Borne supérieure sur le temps de mélange

P t(x, y) =
∑
e∈E+

P t−s(x, e)
∑
f∈E−

P s(f, y)× 1(σ(e) = f)

π̂(y) =
∑
e∈E+

P t−s(x, e)︸ ︷︷ ︸
=1

∑
f∈E−

P s(f, y)× 1

m
.

On a

P(σ(e) = f) =
1

m
.

Pour t� tn et s� 1,

P t(x, y) = π̂(y) + o

(
1

n

)
,

cette concentration vient essentiellement de

P t−s(x, e)P s(f, y)� 1

n
.



Perspectives

? Calcul du trou spectral.

? Modèles plus réalistes.

? Généralisation à d'autres chaînes de Markov aléatoires

P = Q× S

Q = Markov `creuse', S = matrice de permutation aléatoire.

? Condition su�sante pour le phénomène de coupure.



Merci de votre attention !


