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Formulation du Problème

Modèle

I f : X → R, inconnue, non convexe, multimodale

I on cherche f ? = supx∈X f (x) via f (x1), f (x2), . . .

I X peut être ⊂ RD ou non paramétrique

I on observe yn = f (xn) + ε où ε
iid∼ N (0, η2)

Objectifs

I regret simple : ST = minn≤T

{
f ? − f (xn)

}
I regret cumulé : RT =

∑
n≤T

(
f ? − f (xn)

)

Remarque : ST ≤ T−1RT
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Compromis Exploration/Exploitation

−1 0 1

−2

−1

0

1

(x1, y1)

(x3, y3)

(x4, y4)

(x2, y2)

x5?

paramètre x
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Revue de la Littérature

Bandits Stochastiques [Lai1985, Bubeck2012]

X = (1, . . . ,K ), E[RT ] ≈ 2η2H logT avec H =
∑

x∈X :f (x)<f ?

(
f ?−f (x)

)−1

Algorithmes Evolutionnaires [Garnier2001, Eiben2003]

garanties de convergence mais peu de résultats sur la vitesse, gourmand en
évaluations de f

Optimisation Lipschitzienne [Bull2015, Grill2015]

X ⊂ RD , ‖f ‖Lip < B, E[RT ] ≈ T
D+1
D+2

Optimisation Bayésienne [deFreitas2012, Srinivas2012]

f ∼ GP(0, k), RT .
√
TγT log(T |X |) avec γT défini plus tard
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Bornes de Confiance et UCB

Intervalles de Confiance

Après n itérations, connaissant y1, . . . , yn les observations pour x1, . . . , xn,
imaginons que l’on peut calculer Ln : X → R et Un : X → R tels que :

∀x ∈ X , f (x) ∈
(
Ln(x),Un(x)

)
avec forte probabilité

Stratégie UCB

Alors, avec xn+1 = argmaxx∈X Un(x), on a :

f ? − f (xn+1) ≤ Un(x?)− Ln(xn+1) ≤ Un(xn+1)− Ln(xn+1)
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Stratégie UCB

Alors, avec xn+1 = argmaxx∈X Un(x), on a :

f ? − f (xn+1) ≤ Un(x?)− Ln(xn+1) ≤ Un(xn+1)− Ln(xn+1)

Emile Contal 5/22 Optimisation par Processus Gaussiens



Optimisation Globale Séquentielle Optimisation Bayésienne Applications References

Stratégie UCB pour une Fonction Lipschitzienne sans Bruit
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Optimisation Bayésienne

Hypothèse de Régularité

I f ∼ GP(0, k) avec k connu en théorie

I en pratique : famille SE ou Matérn et choix empirique des paramètres

Inférence Bayésienne

Sachant les observations Yn = [y1, . . . , yn] pour Xn = (x1, . . . , xn),

I µn(x) = E[f (x) | Xn,Yn]

= kn(x)>C−1
n Yn

I σ2
n(x) = V[f (x) | Xn,Yn]

= k(x , x)− kn(x)>C−1
n kn(x)

où Cn = Kn + η−2I et Kn = [k(xi , xj)]xi ,xj∈Xn .
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Bornes de Confiance pour un Processus Gaussien
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Cas où X est fini

Lorsque |X | <∞, avec βn ≈ log(n|X |), avec forte probabilité :

∀n > 0,∀x ∈ X , f (x) ∈
(
Ln(x),Un(x)

)
I où Ln(x) = µn(x)−

√
βnσ2

n(x)

I et Un(x) = µn(x) +
√
βnσ2

n(x)

pour la stratégie UCB : RT ≤
T∑

n=1

2
√
βnσ2

n(xn+1)

or
T∑

n=1

σ2
n(xn+1) . γT avec γT = max

S⊂X
|S |=T

H(f )− H(f | YS)

ainsi, RT .
√
TγT log(T |X |)
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Cas où X est Continu : Préliminaires

Pseudo-Métrique Canonique

Soit d2(x , x ′) = V
[
f (x)− f (x ′)

]
= k(x , x)− 2k(x , x ′) + k(x ′, x ′)

Fixons x , x ′ ∈ X , avec forte probabilité :

|f (x)− f (x ′)| . d(x , x ′)

Borne pour un sous-ensemble fini S ⊂ X
Pour |S | = m, on a avec forte probabilité :

sup
x∈S

f (x)− f (xn) .
√

logm sup
x∈S

d(x , xn)
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Cas où X est Continu : Discrétisation

ε-Recouvrement de X
S ⊂ X est un ε-recouvrement de X pour d ssi :

∀x ∈ X , ∃x ′ ∈ S t.q. d(x , x ′) ≤ ε

Entropie métrique

Soit N(X , ε) la taille du plus petit ε-recouvrement
H(X , ε) = logN(X , ε) est l’entropie métrique de X
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Un ε-Recouvrement pour la Distance Euclidienne

ε

X
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Cas où X est continu : Recouvrements Hiérarchiques

On suppose que d(·, ·) ≤ 1.

I ε0 = 1, ε1 = 1/2, ε2 = 1/4, . . .

I S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ X
I Si est un εi -recouvrement
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Recouvrements Hiérarchiques : ε0 = 1
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Recouvrements Hiérarchiques : ε1 = 1
2
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Recouvrements Hiérarchiques : ε2 = 1
4
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Recouvrements Hiérarchiques : ε3 = 1
8
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Cas où X est continu : Châınage

Soit πi : X → Si qui associe à un point de X son point le plus proche de Si

sup
s∈Si

f (s)− f (πi−1(s)) .
√

H(X , εi )εi−1

Théorème : Erreur de Discrétisation

∀i ≥ 0, sup
x∈X

f (x)− f (πi (x)) . ωi

où ωi =
∑
j>i

√
H(X , εj)εj−1

Emile Contal 15/22 Optimisation par Processus Gaussiens



Optimisation Globale Séquentielle Optimisation Bayésienne Applications References

Cas où X est continu : UCB et Discrétisations Adaptatives

A l’itération n, on choisit le niveau de discrétisation in = d1/2 log2 ne

Alors, ωin .
√

d log n
n

Avec xn+1 = argmaxx∈Sin Un(x) on obtient :

Théorème : Regret

RT .
√
TγT d log2T

avec forte probabilité
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Expérience 1/4 : Fonction d’Himmelblau

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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100

Iteration n

S n

 

 
Chaining−UCB
GP−UCB
Random
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Expérience 2/4 : Noyau SE
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Expérience 3/4 : Wave Energy Converter
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Expérience 4/4 : Noyaux de Graphes

0 10 20 30 40 50 60 70 80
10−3

10−2

10−1
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Iteration n

S n
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f(        ) = 1.3

f(        ) = 0.2

f(        ) = 2.7
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Conclusion

L’Algorithme UCB par Châınage

I construit en suivant la théorie

I calibre automatiquement le compromis exploration/exploitation

I s’adapte à des cadres divers

I calculs raisonnables : itération en O(n2)

Code Matlab en Ligne (et bientôt Python)

http://econtal.perso.math.cnrs.fr/software/
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