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1. Méta-modéle pour les variations du pH dans le lait

N
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Estimation de la décomposition de Hoeffding-Sobol, régression
gaussienne

Majoration du risque de I'estimateur du méta-modéle
Décomposition de type ANOVA sur des RKHS
Calcul de I'estimateur

Estimation des indices de Sobol

Retour aux variations du pH dans le lait

Questions ouvertes
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Méta-modéle pour les variations du pH dans le lait

» Industrie laitiére : comment l'acidification du lait modifie ses
capacités a la fabrication du fromage
» Quel mécanisme sous-jacent a la digestion du lait?

Un modéle, basé sur des réactions chimiques, décrit la répartition
des ions dans différentes phases du lait : &~ 100 composants y
participent

» déterminer les constituants du lait qui agissent sur les
variations du pH

» approcher le modéle par un modéle simplifié, dont le calcul est
rapide
ex : en vue de son intégration dans la modélisation de la

dynamique de digestion des protéines laitiéres chez le porc (B.
Laroche, MalAGE)

» 4 variables explicatives : X
» Volume total : lait + HCI ajouté
» Concentration en ions H' ajoutés
» Concentration de ions calcium ajoutés, _, o, Hao
» Concentration de caséine ajoutée 3/33
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’ Expérimentation ‘

!

’ Phénoméne ‘

!

X (+ Env.)

— Y(X)=¢(X)+e

— ¢(X, Env.) = ¢(X) + EffEnv
X— ’ Modéle numérique ‘ — m(X) = ¢(X) + ¢
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Modéle non-paramétrique en régression

Modéle statistique gaussien

\/iqu(xi)_kgiai:la"'an

> e1,...6n1..d N(0,02)

» X;i = (Xj1,...,Xig) iid. deloi P =Py x ... x Py sur X9 ¢ R?
Les v.a. Xi,..., Xy indépendantes, X, de loi P, connue

» ¢: X CcR? = R inconnue

Objectif : Estimer ¢, tenant compte

» d grand

» fortes non-linéarités
» effets d'interactions entre les variables X1, .

Xy
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Modéle non-paramétrique en régression
Modele additif

d
$(X) ~ F(X)=p+> f(Xs) avec fi(x Zeaj¢aj
a=1
d
A F(X) =) 0] Va(X,)
a=1
71 < 2o <

par exemple : linéaire par morceaux : f(x) =) ;. 0 min(x, zj)

s Zj )y
» ne permet pas d’estimer les effets d'interaction, par exemple
fala2 (Xal’XaZ)

> objectif : estimer la décomposition de Hoeffding-Sobol de ¢
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Notations :

» P I'ensemble des parties de {1,...,d}

P={{1},{2},...,{1,2},{1,3},...,{1,2,3}...}
> X=X X..xXy, a3CR.f: X =R
»veP, Xy =(Xg,aev), f,: A, >R

siv = {1,2},)(‘, = (Xl,XQ),fV : Xl X X2 —R
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Décomposition de Hoeffding-Sobol
Sobol, I. M. (1993), Van Der Vaart, A. W. (2000), p. 157

> SiX~P=P; x...xPy
d d
Pp(X) = ¢O+Z¢a(xa)+ Z Parar(Xay Xay) +

81,32:1
= ¢o+ Z ¢)v

veP(d

avec Epg,(X,) =0 et E[pgbv( V)P (Xy) =0siv £ V.
cette décomposition existe et est unique

~ interprétation des effets des variables X, sur la réponse ¢
~ décomposition de la variance

Zw)v X.))

veP(d

vV VvVYy

~> indices de Sobol :

RACHC)
By =) o o e e

v
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¢(X) - ¢0 + Z va(xv)
Objectif :

veP

» Approcher ¢ par f = fy + Zvep(d) f,, telle que f, approche
Pv.

» Estimer ¢ a partir (Y;,X;),i=1,...,n.
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Espaces d'approximation

pour chaque v € P,— RKHS H,, (-,-),, noyau k,

quelques rappels :
» Hy, (-, )y est un espace de Hilbert de fonctions de L3(X,) :
Ep(f3(X,)) < oc.
> k1 X, x X, = R, symétrique, positive

Vx € X, et V1, € Hy, f,(x) = (f,, ku(x,))y
» H,, (-, ), est un espace de régularité : f, € H,
1, (x) = KON < I llvllho(x, ) = k(X )llv

x') = ZUJIC/(X)C/(X'), avec wy > wy > ..., Ep(¢i¢r) =05y
alors

oo 2
HV = fv = aE )4 Y V= 71'—
{ > 2, Be Z al <o, Mhli= Ds < i

1 1—1 10/



Espaces d'approximation de type ANOVA

pour chaque v € P,— RKHS H,, (-,-),, noyau k
selon une construction de type ANOVA (Durrande et al
onstruire les RKHS H, tels que

., 2013) :
Vv,v' € P,v # v/, Epf,(

) = Epfy(Xy) v/ (Xy) =0
~ H = {f X =R, (X

X)="f+> (X

), fv € Hy }
veP
Les fonctions de H sont des candidats pour approcher ¢

f* = argmingey Bp(¢(X) — £(X))

est une approximation de la décomposition de Hoeffding-Sobol de ¢
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Estimation du méta-modéle

» Observations

)/I,_

(Xj) +ei,i=1
» Espace d’approximation

M= {f X R FX) =+ > (X fe’Hv}
veP

~» procédure des moindres carrés sur les fonctions dans H
avec pénalité de type ridge-group-sparse
» sélectionner les groupes v qui contribuent a bien prédire la
réponse
» pour chaque groupe v sélectionné, estimer les relations entre la
réponse et les variables du groupe v
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Estimation du méta-modéle

basée sur une procédure ridge-group-sparse :
> critére des moindres carrés

Iy g fv(X,'v)2=||Y—fo— 2
n
i=1

veP veP

> pénalisé

> une pénalité ridge ~ régularité de chaque f, a I'aide de la
norme de l'espace H, : ||f,||v

» une pénalité group-sparse ~» controler le nombre de groupes v
nécessaires pour bien prédire ¢ :

1
27

D R2X) = Il
i=1 v

~ L(f) =Y -1 — va||,21 + ZMVHfVHV + Z'YVHfVHH

veP veP veP
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Estimation du méta-modéle

veP

~ L(f) =Y —1f— va”% + Z pvllfollv + Z'YVHfVHn
veP

veP

= argmin {ﬁ(f),f =fy -l-szf € H}

«0O» «F»
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Majoration du risque ||¢ — f||2

On note

Soit F={feH,f=h+> k, feH, L. <R}

» suppys = Support(f) : Vv ¢ suppy, f, = 0.
Si

> Up, vitesse d'estimation de f, sur H,

d
Vv et /iy > C max {Vn,v, \/7} )
n
alors, avec grande probabilité

T2 . 2
H¢>—f||n§Cf|2; lp—fl2+ >

d|su
V37v+ ‘ ppf‘

n

vEsuppy
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Majoration du risque
Soit F={f e H,f =Y, f, f € Hy, |f]v < R}.
avec grande probabilité

N2 . 2 2
o —fll5 < C;Q; lp—fl2+ >

dSU.
2, [suppr|
vEsupps

n
> régularité des espaces H,, v € S(f) : >

n,v

2
. . . . v€suppf v
Vn,y est lié a la vitesse d'estimation sur H, (Mendelson, 2004).
exemple : si wy =~ (1/1)%%, a > 1/2,

—

~ Vp & N2atl,

En particulier, si k(x, x") = min(x,x’), v, = n

-1/3
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Majoration du risque

Soit F = {f S H,f = Zv fv; f, € Hy, ”vav < R}

avec grande probabilité

2 : d|suppy|
—f|2 < Cinf —f2 2+ ——1
lo—fllz < Cjnf Sl =7+ > v+

n
vEsupps

» terme de variance habituel du group-lasso :

dlsuppy| _ log (|Pl)[suppe| _ log (29) |suppy|
n n

n
On aimerait

> |suppy| petit :
» décomposition de Hoeffding de ¢ est « sparse »
> bon choix des espaces #H, pour bien approcher ¢

» d petit. Si d grand, restreindre aux groupes v € P , tels que
|V| < Vmax,

log (|P) supp| _log(d)[suppy|
n

n
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Majoration du risque

Soit F={f eH,f=h+>,f, f€Hy, |Ifll. <R}
avec grande probabilité

z . d|suppy|
—fl2< Cinf —f||? 2 —
l6 —Fl5 < Cinf Jllo—FI3+ D vi,+

>

VESUppr

n
max = 1 : modéle additif « classique »

d
F(X) =+ (%)

a=1
Raskutti et al. (2012), Meier et al. (2012), Koltchinsky et
Yuan (2012).
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Construction de H
Durrande et al., 2013

» pour chaque coordonnée a, on choisit (H,, k,)

> les lois P,,a=1,...,d sont connues.

1
an~- (Haa ka)7 Ha = Hoa @ Hia
HOa
Hla

{fa € Ha, Ep,(f2(Xa)) = 0}

{fa € Ha, fa(Xa) = cste}
koa(Xa, X3) = ka(Xa, X3)—

Ey~p, (ka(Xa; U))Eyn~p,(ka(X3, U))

Berlinet et Thomas-Agnan (2004)
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Construction de H

d
k(X,X")

TT (1 + koa(Xa, X3))

a=1

—1+ Z HkOa X37X
veP(d) acv

Le noyau 1 + koa(Xa, X}) définit un RKHS : {1 & Hoa}

Le produit des noyaux définit un RKHS

1
H=c7, <1@’H03>=1+ > H

veP(d)
XV7 XI H kOa Xa7
acv
» X~P=P; x XPd,fVEHV fVIEHv/
~ ]EIP’fv(Xv) = EIva’(

Xv’) = EIP’ V(Xv)fv’(

)=0,Vv #v
«40O>» 4F>» «=>» «E)>»
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Construction de H

d
k(X, X")

a=1

T 1+ koa(Xa, X3))

= 1+ :E:: :IiI lﬂDa )<a> )<
veP(d) acv
= 1+ ) k(X,X))
veP(d)
Soit H le RKHS associé a k, alors Vf ¢ H
f(X) = (£, k(X,

= f+ Y (F k(X

veP

= fo+ ) f(X

veP
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Calcul de I'estimateur

veP

LY =Y =fo =Y K2+ D melfully + D wlifulls
veP

veP
f = argmin {E(f), f=fo+ Z fu.f € H}

On se raméne a un probléme paramétrique.
Propriété du RKHS H, k :

V(x1,...,%xp) € X" (a1,...,ap) € R
n
()= aik(xj,-) € H et
i=1

ii'=1

n
113, = D aieik(xi, xi)
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Calcul de I'estimateur
En particulier la solution est de la forme

f_fo+Zf avec f,(

Z Buik, (X
Pour chaque v, soit

vn'

Ky matrice n x n, (Ky); i» = kv(Xvi, Xyir)
Alors

i=1
ol les paramétres fy, & minimisent

1/2
1Y —fo =D Kubulls + > wlKeBulla + VA Y p K/ "6

«4O>» «4F»r» «=>»

«E>»
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Calcul de I'estimateur

Algorithme de descente groupe par groupe
» CNS pour 8, = 0. Soit

Ro=Y—fh—> Kubw, et J(t) = [12R, — nu,K
w#v

St
0, =0 <= min {J(t) sous la contrainte || K 1/2t|] < 1} < nv,
» Sif, #0, alors

6, = ((1+ﬁ%> Ky

2K,

-1
n
+7f/62” In> R,
2[[Kv 70,
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Estimation des indices de Sobol

> SiX~P=P; x

..X]P)d

d)( ):¢O+ Z va(xv)

veP(d)
avec Epo,(

) =0 et Epoy(Xy)ov(
» ~» décomposition de la variance

)=0siv#V
Z V (9u(X

veP(d
» ~ indices de Sobol
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Estimation des indices de Sobol

s, — V(0u(X.)

V(o(X))
H, k ~» approcher ¢ par f* = argmingcyEp(4(X) — £(X))?
f()="h+ ()~ 6y
vesuppz
IS, = Osiv ¢ supp;
_ Vxinp (R(Xﬂ,))
IS, = — sinon
Zvesupp? Vxrap (fv(x/))
ou bien

n

Vyrop (?V(va)) ~ %Z (?V(XV,-) — mean(f,) i
i=1

N———
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Choix des paramétres (v, 1) (j1y = p, Yy

2 jeux de données :

» (Y;,X;),i=1,...,n: apprendre

> (VX0

2 procédures :

(7,12) ~ Fy et supp(Fy ) = S,

, .., n : choisir un estimateur

1. minimiser I'erreur de prédiction

EP(v, 1)

(. 1)

Sy (V- FalxD)

Il
3

argmin {EP(v, 1), (v, 1) € grille }

«O>» 4 F» «=»
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Choix des paramétres (v, 1) (j1y = p, Yy
2 procédures :

1. minimiser I'erreur de prédiction
2. Collection de supports

{/5\7,;“ (v, 1) € grille }

estimation ridge pour chaque support S dans la collection

A& = argmin {||Y - fvlli} +AD AR
veS veS

2

rd

= XL, (- RExD)

EP(, S)
A =

I

P

L&
w)

argmin {EP(X, S), A € gr., S € coll.}

«O>» 4 F» «=»
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Méta-modéle pour les variations du pH dans le lait

> 4 variables explicatives : X. n = 500 valeurs obtenues selon un
plan LHS (Latin Hypercube Sampling)

Volume total : lait + HCl ajouté

Concentration en ions H' ajoutés

Concentration de ions calcium ajoutés

Concentration de caséine ajoutée

vV vy vVvYyYy

» Sortie du modéle numérique Y = m(X) : pH de la solution

Modele de régression

Y,-:¢(X,-)+a,-,i:1,...,n

«O0>» «4Fr» «Z» «=)>»
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Méta-modéle pour les variations du pH dans le lait

Estimation des Indices de Sobol :

a partir de 5 5

N - T
a partir de fX?

dg

groupe v 100 x IS, S.cum. | 100 x IS, S. cum.
H+ 75.02 72.6

VTot 20.27 95.29 20.0 92.6
VTot, H+ 3.866 99.16 6.4 99.0
Caséine 0.783 99.94 1.0 100.0
VTot, Caséine | 0.055 0.0

Ca2+ 0.005 0.0

H+, Caséine | 0.002 0.0

«aO>» «F»r 4

it
v
a

Dae
30/33



Méta-modéle pour les variations du pH dans le lait

pH versus (H+, VTot, Caséine)

Collection de supports + Ridge estimateur ridge—group—sparse

-0.5
0
1

pH lait

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Vol Total en I. Vol Total en .
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pour terminer

» Siles (Xi,...,Xy) sont indépendantes de loi connue :

» Estimation d'un méta-modéle. Majoration du risque.
» Sélection des IS non nuls, et estimation
» Sila loi des (Xi,...,Xy) nest pas connue

» Estimation d'un méta-modéle.

On peut toujours approcher ¢ par une fonction se
décomposant selon f* = fo + > f,. Mais,

- pas de connection avec la décomposition de Hoeffding
- pas de preuve pour la majoration du risque
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